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Resumen

El modulo de elasticidad del concreto (Ec) es una de las variables mas utilizadas en el andlisis y diserio estructural,
y puede afectar considerablemente el desemperio estimado de una estructura de concreto reforzado, no solo ante
demandas sismicas sino también en condiciones de servicio. La estimacion del modulo de elasticidad del concreto
se realiza tradicionalmente como una funcion de otros parametros que son conocidos o facilmente medidos, tales
como la resistencia maxima a compresion del concreto (f’c), la densidad del concreto (wc) y el tipo de agregado
grueso. En Colombia, el Reglamento Colombiano de Diserio y Construccion Sismo Resistente, NSR-10 [1] propone
un conjunto de ecuaciones basadas en lo sugerido por: (i) el ACI 318-08 [2], (ii) los resultados del estudio realizado
en 1994 por Farias [3], y (iii) otros factores o condiciones que, en la actualidad, podrian no representar el avance
de la tecnologia del concreto desde 1996 hasta 2020 en Colombia. A la fecha existen varias investigaciones sobre el
Ec en diferentes regiones del pais, las cuales han propuesto diferentes ecuaciones para su estimacion [3]—[26].
Especialmente, los documentos con libre acceso se encuentran ubicados en Barranquilla, Villavicencio, Cali, Tunja,
Cartagena, Bucaramanga, Bogota, Neiva, Valledupar, 1bagué, Monteria, Guamo y Santa Marta, los cuales, se
pueden considerar como una muestra mayor y mas variada que la utilizada en las ecuaciones propuestas actualmente
en la NSR-10. Este estudio propone una actualizacion de las ecuaciones propuestas para calcular Ec usando
informacion experimental recopilada de estos trabajos. Se utilizan métodos de analisis estadistico bayesiano para el
ajuste de los modelos, los cuales permiten estimar las incertidumbres asociadas en los parametros y los modelos, es
decir, identificar y modelar la incertidumbre asociada al calculo del modulo y no solamente el valor mas probable.
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Abstract

The modulus of elasticity of concrete (Ec) is one of the most used variables in structural analysis and can considerably
affect the estimated performance of a reinforced concrete structure under seismic demands but also in service
conditions. The estimation of the modulus of elasticity of concrete is traditionally carried out as a function of other
parameters that are known or easily measured, such as the maximum compressive strength of concrete (fc), the
density of concrete (wc) and the type of coarse aggregate. The Colombian Code for Construction (NSR-10) [1]
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proposes a set of equations based on what is suggested by: (i) ACI 318-08 [2], (ii) the results of the study carried out
in 1994 by Farias [3], and (iii) other factors or conditions that, at present, could not represent the advance of concrete
technology from 1996 to 2020 in Colombia. To date, there are several investigations on the Ec in different regions
of the country, which have proposed different equations for its estimation [3] - [26]. Origin of the documents accessed
by this work are located in Barranquilla, Villavicencio, Cali, Tunja, Cartagena, Bucaramanga, Bogotad, Neiva,
Valledupar, Ibagué, Monteria, Guamo and Santa Marta, which can be considered as a larger sample and more
varied than that used in the equations currently proposed in the NSR-10. This study proposes an update of the
equations proposed to calculate Ec using experimental information collected from these works. Bayesian statistical
analysis methods are used to fit the models, which make it possible to estimate the associated uncertainties in the
parameters and the models, that is, to identify and model the uncertainty associated with the calculation of the
modulus and not only the most probable value.

Keywords: Modulus of elasticity, concrete, Bayesian analysis, compression strength.

1. Introducciéon

El Médulo de Elasticidad del Concreto (E.) es una de las variables mas utilizadas en el andlisis y disefio estructural, y puede
afectar considerablemente el desempefio estimado de una estructura de concreto reforzado, no solo ante demandas sismicas sino
también en condiciones de servicio. La estimacion del médulo de elasticidad del concreto se realiza tradicionalmente como una
funcion de otros parametros que son conocidos o facilmente medidos, tales como la resistencia maxima a compresion del concreto
(f°c), la densidad del concreto (w.) y el tipo de agregado grueso. En Colombia, el Reglamento Colombiano de Disefio y
Construccion Sismo Resistente, NSR-10 [1], propone un conjunto de ecuaciones basadas en lo sugerido por: (i) el ACI 318-08
[2], (i1) los resultados del estudio realizado en 1994 por Farias [3], y (iii) otros factores o condiciones que, en la actualidad,
podrian no representar el avance de la tecnologia del concreto desde 1996 hasta 2020 en Colombia. La ecuacion propuesta por
el ACI 318-08 se enfoca principalmente en concretos realizados en Estados Unidos, mientras que el estudio de Farias [3] es un
referente nacional que fue realizado hace aproximadamente 25 afios, lo cual implica el uso de informacidon experimental que
podria representar condiciones diferentes a las obtenidas en la actualidad.

A la fecha existen varias investigaciones sobre el E. en diferentes regiones del pais, las cuales han propuesto diferentes ecuaciones
para su estimacion [3]-[26]. Especialmente, los documentos con libre acceso se encuentran ubicados en Barranquilla,
Villavicencio, Cali, Tunja, Cartagena, Bucaramanga, Bogota, Neiva, Valledupar, Ibagué, Monteria, Guamo y Santa Marta, los
cuales, se pueden considerarse como una muestra mayor y mas variada que la utilizada en las ecuaciones propuestas actualmente
en la NSR-10. Este estudio propone una actualizacion de las ecuaciones propuestas para calcular E. usando informacion
experimental recopilada de estos trabajos. En el estudio se utilizan métodos de analisis estadistico bayesiano para el ajuste de los
modelos, los cuales permiten estimar las incertidumbres asociadas en los parametros y a los modelos. La propuesta de
modificaciones especificas a la NSR se presenta al final del documento.

2. Antecedentes
2.1 Ecuaciones de prediccion disponibles

Walker [27] y Popovics [28] afirman que la relacion entre E. y /. es proporcional a la raiz cuadrada de este ultimo, tal como se
muestra en la Ec. 1. De igual manera, el modulo de elasticidad también se puede calcular en funcion del peso unitario del concreto,
W, (kg/m?®), similar a la Ec. 1, pero con un parametro adicional que corresponde a la raiz cibica de la densidad al cuadrado,
tal como se muestra en la Ec. 2. En ambas ecuaciones, los términos k,y k, corresponden a factores de ajuste que varian de
acuedo con las condiciones de manufactura y caracteristicas de los agregados, por lo que es comun encontrar diferencias entre
regiones o paises. La forma de estas ecuaciones es ampliamente utilizada en multiples codigos de disefio en el mundo. En
Colombia, el reglamento NSR-10 [1] no es la excepcion.

Ec =k *\f'c (1)

E.=w, 15 k; *Vflc 2

Para el caso de Colombia, la NSR-10 propone el valor de k;= 3900 en MPa para la Ec. 1 y de k,= 0.034 en MPa para la Ec. 2.
En el caso del ACI 318-08 [2], el valor de k; para la Ec. 1 corresponde a 4700 en MPa. Cuando se discrimina el origen del
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agregado grueso, la NSR-10 reporta diferentes valores de las constantes proporcionales k; y. k,. La Tabla 1 presenta un resumen
de los valores consignados en la seccion 8.5 del titulo C de la NSR-10.

Tabla 1 Relacion de las ecuaciones por la NSR-10

Tipo de ecuacion / Constante de ajuste
Agregado Ec. 1 (ky) Ec. 2 (k;)
Todos 3900 0.034
Metamorfico 4700 0.041
fgneo 5500 0.047
Sedimentario 3600 0.031

2.2 Ecuaciones nominales de prediccion

Las ecuaciones propuestas en los reglamentos para calcular el valor del E, usualmente se proponen en términos de la resistencia
a compresion nominal del concreto, ya que es un parametro facilmente conocido al momento de estimar el modulo de elasticidad.
Existen varias especificaciones para la resistencia a la compresion, la primera es la resistencia de disefio (nominal, por ejemplo
la especificada en los planos, f' ) y la segunda es la resistencia medida del concreto (por ejemplo la resistencia de los cilindros
evaluados en obra, f'.,.). El calculo del E, puede variar en funcion de la resistencia utilizada. Usualmente, el valor f',, es superior
a la resistencia nominal especificada en el disefio estructural, la cual se usa en los modelos numéricos y, en general, en el diseflo
estructural reglamentario. Para calcular E, se debe utilizar el valor de la resistencia a compresion medida, debido a que sera el
E. que tendra la estructura una vez construida. Dado que el valor de f’_ no fue reportado por ninguno de los documentos

consultados [3]-[26], [29]-[40], en este estudio se tomaron las ecuaciones indicadas en la tabla C.5.3.2.2 de la NSR-10 (Ecs. 3,
4y5):

flo=f'c+70 para f' <21MPa 3)
fler=f'c+83 para 21 < f'c < 35MPa 4)
f'er =11f'c+5.0 para f'c > 35 MPa %)
Al despejar el valor de f'c de las Ecs. 3 a 5, se obtienen las Ecs. 6 a 7 que seran utilizadas en el andlisis de este estudio.
fle=f'er—=70 para f'c <28MPa (6)
f'e=f'cr —8.3 para 28 < f'c < 43.3MPa @)
fo=LT0 para f'c > 433MPa ®)

2.3 Ajuste probabilistico de datos experimentales usando métodos Bayesianos

Este estudio utiliza la inferencia bayesiana para el ajuste de los modelos indicados en las Ecs. 1y 2. Esta metodologia esta
basada en el teorema de Bayes y permite no solamente obtener los puntos de maxima probabilidad que minimizan el error del
ajuste, sino también la distribucién de probabilidad de los parametros y el error asociado al modelo que se esta ajustando. En
términos generales, el error de prediccion se puede definir por medio de la Ec. 9.

y=9g0IM) + e 9)

donde y corresponde a los datos observados obtenidos de los experimentos, g(6|M) es el modelo que intenta predecir los datos
(por ejemplo, Ec. 1 0 2)y estd basado en los pardmetros 6 (por ejemplo f'c); y e es el error que pretende ser minimizado. El
teorema de Bayes intenta ajustar los términos del modelo al igual que estimar la variacion del error. De acuerdo con el teorema
de Bayes, p(6|M, D) es el término posterior que presenta la funcion de densidad de probabilidad de los parametros siendo
ajustados de acuerdo con unos datos experimentales D y un modelo M, y se calcula con la Ec. 10.

_ p(DI6.M) p(0)
p(6|M,D) =E=mb= (10)
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El término p(@) corresponde a la probabilidad asociada al conocimiento previo de los parametros (antes de ajustar), llamada
probabilidad prior. El denominador p(D)es un factor de normalizacion también llamado factor de Bayes. El término p(D|6, M)
es conocido como funcion de verosimilitud (Zikelihood en inglés) y es la probabilidad de ajustar los datos D dado un conjunto de
pardmetros 6. Para este problema se supone que la funcion de verosimilitud sigue una distribucién normal, tal como se muestra

enlaEc. 11.
1 _1y-g(6IM),2
rrE (11

p(D|6,M) =

Para obtener las distribuciones de probabilidad de los parametros 8, (p(6|M, D)), es necesario realizar un muestreo. En este caso
se utiliza una cadena de markov basada en simulaciones de Montecarlo. El ajuste se realiza en el software Python, utilizando el
paquete PYMC3 [41]. Los pardmetros de ajuste en cada modelo son los parametros k; y k,, y la desviacion estandar ¢ utilizada
para calcular la verosimilitud y que est4 asociada a la desviacion estandar del modelo con respecto a los datos experimentales.
Mas informacion sobre la aplicacion de estas metodologias en ingenieria estructural puede ser encontrada en Beck et al. [42] y
Papadimitriu et al [43]. Es importante mencionar que el valor del factor de ajuste se calculo tanto para valores de la resistencia
especificada como para la resistencia corregida a compresion, utilizando las expresiones indicadas en la seccion 5.3.2.2 del titulo
C de la NSR-10.

3. Base de datos disponible

Para el desarrollo de este trabajo se encontraron 33 documentos [3]-[26], [29]-[40] donde se estudia el E. en diferentes ciudades
de Colombia, de los cuales fueron empleados 22 [3]-[26] para realizar el analisis estadistico, ya que reportaban datos
experimentales de cilindros de concreto. La base de datos que se obtuvo de los 22 documentos corresponde a 2630, una muestra
mas representativa para el analisis estadistico. La informacion relevante que se extrajo de estos documentos fue, el origen del
agregado grueso, la resistencia a la compresion, el peso especifico y el mddulo de elasticidad del concreto, asi como también,
propuestas de ecuaciones del E. empleando concreto de cada ciudad. Estas ecuaciones fueron utiles para realizar la respectiva
verificacion de los datos reportados. Para el desarrollo de este trabajo se obtuvo nuevas ecuaciones que resultaron de la nueva
base de datos. En la Tabla 2 se muestra un resumen de la informacién de los documentos empleados, y en la Fig. 1 la dispersion
de los datos de los diferentes autores identificados, relacionando los parametros de la resistencia a la compresion medida y el
modulo de elasticidad del concreto. Asi mismo, en la Fig 2 se muestra la misma relacion, pero esta vez clasificando los datos por
origen y ciudades. Se observa que la mayoria de los datos corresponden a origen sedimentario.
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Figura 1. Variacion del modulo de elasticidad medido como funcion de la resistencia a compresion medida del concreto.
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Tabla 2. Documentos utilizados como fuente de la informacion para la estimacion del E..

Afio Autores Universidad Ciudad / Origen Datos
1987 Caja y Hernandez [4] Universidad Nacional de Colombia Bogota / sin reportar 77
1991 Oscar Ardila Roa [5] Universidad de los Andes Bogota / sedimentario 348
1992 Farias [6] Pontificia Universidad Javeriana Bogota / sedimentario 180
1993 Cano [7] Universidad del Valle Cali / sedimentario 47
1993 Barbosa y Castro [8] Pontificia Universidad Javeriana Villavicencio/ metamoérficos 60
1993 Murcia & Valencia [9] Pontificia Universidad Javeriana Cali/ igneo 100
1993  Gonzalez y Maldonado [10] Pontificia Universidad Javeriana Cartagena /sedimentario 88
1993 Angulo et al [11] Pontificia Universidad Javeriana Bogota/ sedimentario 532
1993 Plano y Campos [12] Pontificia Universidad Javeriana Ibagué/ sedimentario 139
1993 Cabrales y Salas [13] Pontificia Universidad Javeriana Monteria/ sedimentario 69
1994 Bockelman y Rodriguez Pontificia Universidad Javeriana Barranquilla/ sedimentario 80
[14]
1994 Saraga y Seuscun [15] Pontificia Universidad Javeriana Tunja/ sedimentario 100
1994 Alban y Serrano [16] Pontificia Universidad Javeriana Bucaramanga/ sedimentario 240
1994 Silvay Vargas [17] Pontificia Universidad Javeriana Neiva/ igneo 99
1994 Ortiz y Pimienta [18] Pontificia Universidad Javeriana Valledupar/ igneo 69
1994 Barreto [19] Pontificia Universidad Javeriana Guamo/ sedimentario 124
2001 Loépez y Montejo [20] Universidad del Valle Cali / igneo 35
2001 Sandino y Orozco [21] Universidad del Valle Cali / igneo 34
2006 De la Rosa y Duran [22] Universidad del Magdalena Santa Marta/metamorfico 65
2012 Carvajal y Gonzalez [23] Universidad Pontificia Bolivariana Bucaramanga / sin reportar 30
2015 Brand [24] Universidad La Gran Colombia Bogota / sin reportar 60
2016 Orozco [25] Universidad La Gran Colombia Bogota/ sedimentario 42
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Figura 2. Variacion del mddulo de elasticidad como funcion de la resistencia a la compresion medida del concreto de acuerdo al origen del
agregado (izquierda) o a la ciudad de origen (derecha).

4. Ecuaciones de prediccion de la resistencia a la compresion requerida (medida) y especificada (nominal)

La base de datos de la seccion anterior es complementada para incluir todos los datos especificados en la Tabla 2. La Fig. 3
presenta una distribucion aproximadamente normal del parametro k; con media de 3721 y 4402 VMPa asociada a los resultados
del procesamiento de todos los datos en conjunto en funcién de la resistencia a la compresion del concreto requerida (medida) y
la resistencia a la compresion especificada (nominal), correspondientes a la Ec. 1. En la Fig. 4 se presenta la respectiva desviacion
estandar con media de 5593 y 5637 VMPa, de los anteriores parametros. Cuando se utiliza la Ec. 2, la cual incluye la densidad
del concreto, los resultados del ajuste muestran la variacién que se muestra en las Figs. 5 y 6. De manera analoga a cada uno de
los resultados anteriores, la Tabla 3 resume los resultados de un analisis en funcion del origen del agregado.
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Figura 3. a) Caracterizacion del parametro ki para el modelo de elasticidad general como funcion de la resistencia a compresion requerida
(medida) (Ec. 1), b) Caracterizacion del parametro ki para el modelo de elasticidad general como funcion de la resistencia a compresion
especificada (nominal) (Ec. 1).
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Figura 4. a) Desviacion estandar del modelo de elasticidad general como funcion de la resistencia a compresion requerida (medida) (Ec. 1),
b) Desviacion estandar del modelo de elasticidad general como funcion de la resistencia a compresion especificada (nominal) (Ec. 1)
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Figura 5. a) Caracterizacion del parametro k2 para el modulo de elasticidad como funcion de la resistencia a compresion requerida (medida)
y densidad del concreto (Ec. 2), b) Caracterizacion del parametro kz para el médulo de elasticidad como funcion de la resistencia a
compresion especificada (nominal) y densidad del concreto (Ec. 2).
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Figura 6. a) Desviacion estandar del modelo de elasticidad como funcién de la resistencia a compresion requerida (medida) y densidad del
concreto (Ec. 2), b) Desviacion estandar del modelo de elasticidad como funcion de la resistencia a compresion especificada (nominal) y
densidad del concreto (Ec. 2).

Tabla 3. Resumen con ajuste y sin ajuste de f’c de los datos para la estimacion del modulo de elasticidad usando la ecuacion 1 o 2.

Parametro k [(MPa)°>] Variabilidad del modelo [(MPa)®*]
femedida fenomial femedida fenomial
Modelo y Intervalo de Error Intervalo de Error Intervalo de Intedrzalo
tipo Media confianzaal =~ NSR-10  Media confianzaal NSR-10  Media confianzaal Media confianza
agregado 94% (%) 94% (%) 94% al 94%
fUe,
todos los 3721 [3681,3760] 4.6 4402  [4355,4448] 12.9 5593 [5451,5734] 5637 [5496]’5781
agregados
]ic;r]:iz' 5106 [4998,5216] 7.2 6002  [5870,6136] 9.1 5530  [5139,5938] 5778 [5361.6203

]
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FUo, [4631,4901
sedimentar 3489 [3452,3526] 3.1 4122 [4077,4165] 14.5 4722 [4588,4854] 4767 ]’

10

U,
metamorfic 4141 [3948,4333] 11.9 4995  [4749,5246] 11.9 5244  [4610,5922] 5572 [4874]’6266

o

fUe we),
todos los 0.033  [0.033,0.034] 29 0.039  [0.039,0.04] 14.7 5355  [5221,5355] 5461 [5302]’5498

agregados

F(fE we), [0.042, [0.05, [5579,6448
igneo 0.043 0.044] 8.5 0.051 0.052] 8.5 5715 [5310,6118] 5975 :
f(fe we),

. [0.031, [0.037, [4506,4778
sedlrilz)entar 0.032 0.032] 3.2 0.037 0.038] 19.4 4540  [4414,4672] 4636 |
fUe we),
metamérfic 0,042 [0.04,0.044] 2.4 0,051 0.048,0.054 244 4390  [3676,5211] 4944 [4100,5857

o

En la Tabla 4 se clasifica el conjunto de todos los datos por ciudades y se obtienen valores de k; y k, usando la resistencia a la
compresion requerida (medida) y la resistencia a la compresion especificada (nominal) del concreto.

Tabla 4. Resultado de valores de k; y k, para algunas ciudades de Colombia

Propuesta £ nominal/
femedida fenomial Jemedida

Ciudad kyWMPa)  k,(WMPa) ki&WMPa) k,VWMPa) ki(NMPa) ky(NMPa)
Barranquilla 3138 0.028 3917 0.035 1.2 13
Villavicencio 4893 0.042 5930 0.051 1.2 1.2
Cali 4412 0.036 5093 0.042 1.2 1.2
Tunja 5981 0.05 7181 0.059 12 12
Cartagena 5935 0.053 7029 0.062 12 12
Bucaramanga 3626 0.032 4302 0.038 1.2 1.2
Bogot4 3337 0.03 3910 0.035 12 12
Neiva 5550 0.048 6618 0.058 1.2 1.2
Valledupar 5202 0.042 6101 0.049 1.2 1.2
Ibagué 2496 0.023 3211 0.03 13 13

Monteria 2801 0.025 3320 0.029 1.2 1.2
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Guamo 2768 0.025 3305 0.03 1.2 1.2

Santa Marta 5093 - 4313 - 0.8 -

5. Conclusiones

En este estudio se realizé un analisis de la variacion del mddulo de elasticidad del concreto como funcioén de la resistencia a
compresion del concreto, la densidad del concreto y el origen del agregado grueso. El analisis incluy¢ trabajos desde 1987 hasta
2016, con un total de 2618 muestras tomadas en Barranquilla, Villavicencio, Cali, Tunja, Cartagena, Bucaramanga, Bogota,
Neiva, Valledupar, Ibagué, Monteria, Guamo y Santa Marta. Los resultados mostraron que los valores de los parametros de las
ecuaciones para obtener el médulo de elasticidad cuando no se diferencia el tipo de agregado y obtenidos con la resistencia a
compresion requerida (medida) del concreto, son similares a los que se utilizan actualmente en la NSR-10. Cuando el médulo se
calcula exclusivamente en funcién de la resistencia a compresion requerida (medida) del concreto, la constante proporcional
arrojo un valor de 3721 MPa%S. Cuando se incluye la resistencia a compresion requerida (medida) y el peso del concreto, la
ecuacion arroja un valor de 0.033; estos valores son cercanos a los propuestos actualmente por la NSR-10 (3900 y 0.034
respectivamente). Dependiendo del origen del agregado, los valores difieren de lo expresado en la NSR-10 hasta en 11.9% cuando
se usa la ecuacion en funcion de f; requerida (medida), y de 8.5% cuando se usa la ecuacion en funcion de f; requerida (medida)
y We.

Por otro lado, cuando se usa la resistencia a compresion especificada (nominal), los parametros difieren a lo expresado en la
NSR-10, arrojando valores de 4402 MPa’* cuando el modulo se calcula exclusivamente en funcion de la resistencia a compresion
del concreto y 0.039 cuando también se incluye el peso del concreto. De acuerdo con el origen del agregado, los valores difieren
de lo expresado en la NSR-10 hasta en 14.5% cuando se usa la ecuacion en funcion de ;. y de 24.4% cuando se usa la ecuacion
en funcion de f,,. y w,.

La desviacion estandar en la estimacion del modulo de elasticidad con f,medida varia entre 5355 MPa y 5593 MPa y cuando la
desviacion estandar se obtiene con f.' nominal. De igual manera, ésta varia entre 5461 MPa y 5637 para los valores de f,.,w,
(modelo 2) y f¢, (modelo 1), respectivamente. Cuando el andlisis incluye el tipo de agregado, el valor de la desviacion o, alcanza
un maximo de 5715 MPa. Estos valores indican que los mddulos de elasticidad tienen un coeficiente de variacion que varia
aproximadamente entre el 18% y 25% para resistencias a compresion normales (21 a 35MPa).

La inclusion de la variabilidad asociada al factor de ajuste y al tipo de modelo usado permite estimar escenarios mas realistas
sobre el comportamiento mecanico de las estructuras de concreto en Colombia. En este caso, se pueden obtener funciones de
densidad de probabilidad ajustadas para el E,, lo que permite realizar analisis de confiabilidad de las estructuras. Es necesario
continuar con estudios similares que permitan robustecer el muestreo de los concretos acorde a la realidad nacional y que permita
continuar ajustando las ecuaciones utilizadas en el disefio de las estructuras en el pais.
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